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Abstract
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0. Introduction

Soient ~ = ~ g1 une superalgèbrede Lie complexebasiqueclassique,lj
une sous-algèbrede Cartande 9o, zi = z10U z1~le systèmede racinesassocié,b
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une sous-algèbredeBorel de ~ contenantb. Ceci determineun choix de racines
positives.On posep = — P1, oÜ m (resp.P1) dèsignela demi-sommedes
racinespositivespaires (resp.impaires).Soit )L dansle dual {~‘ de 1) un poids
dominant,on considèrele a-modulesimplede dimensionfinie ~ de plus haut
poidsA, tel que les vecteursde plus haut poids soientdansla partie paire de
r~t.

Rappelonsla situation classique:si ~ = sI(n,C), et si J’~= Ak(V), on V
désignela representationstandardde sl(n,C), l’image dans l’espaceprojec-
tif P ( V~)de l’orbite sous l’action du groupecomplexeconnexesimplement

connexeG d’algèbrede Lie ~ d’un vecteurnon nul de plus haspoidsv~du
dual J~de J’~est la grassmannienneG~k(V*), plongéedansP(~7)par les
coordonnéesde Plucker. Celles-ci sont reliées par des relationsexplicites de
degré 2, qu’on appellerelations de Plucker (voir par exemple [2, pp. 209—
211]). Kostant généralisece résultatau casd’une representationirréductible
de dimensionfinie d’une algèbrede Lie semisimpleet démontrequel’idéal de

G.v*2 est engendrépar sesélémentsdedegré2 [1,7]. Sa demonstrationutilise
le fait que l’élément de Casimir Q de degré 2 du centre Z (~)de l’algèbre
enveloppanteU (g) de g, séparele poids kA de Sk ( VA) des autresplus hauts
poidsde ce module.Ceci a étéutilisé parGarfinkle [1] pour construirel’idéal
de Josephde l’algèbre enveloppanted’une algèbrede Lie simple, puis par Pe-
tersonet Kac, qui ont généraliséce résultatau casdesalgèbresde Kac—Moody
qui possèdentun élémentde Casimir et l’ont appliquéa l’étude de certaines
equationsaux dérivéespartiellesnon linéaires.De plus, le résultatde Kostant

restevrai dansle casdesgroupesalgébriquesen caractéristiquep, en dépit du
fait qu’alors l’élémentde Casimirne séparepas lespoidsextrémauxdesautres
poids, commel’a démontréRamanathandans [10].

Par analogie avec le cas classique,on se proposed’étudier l’idéal I =

ek>O’kA de S(VA) OÜ IkA désigne l’espace des“fonctions polynomiales” de
degrék sur Vf nulles sur l’orbite de v*A sous l’action du supergroupe G
d’algèbrede Lie c dont les pointscomplexesforment un groupe connexeet
simplementconnexe.CommeIa superalgèbreest supposéebasiqueclassique,
ii existeune forme bilinéaire non dégénérée~-invariantesur ~. Pour tout 9,
on choisit une telle forme. Ceci définit un élémentde CasimirQ de Z (~)et
fournit desélémentsde ‘2A. Malgré cela, nous verronsque contrairementau
cas classique,le sous-espace‘2A n’engendrepas, en général,l’idéal I, et nous
étudieronsle problèmede trouverdesgénérateursde cet ideal. Décrivonsplus
en detailscesrésultats.

Dans Ia premiere partie,on rappellequelquesdefinitions et résultatsdus a
Kac et on precisele contextegéométrique.

DansIa secondepartie,on associea tout élémentdeZ(g) d’ordre k (en tant
qu’opérateurdifférentiel) desélémentsde ‘kA qui généralisentles relationsde
Plucker (lesquellescorrespondenta Q). On en déduit que si / est un entier

� 1 tel que les élémentsde Z (~)d’ordre < I permettentde séparer,pour tout
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k E ~ le poids kA desautresplus hautspoidsintervenantdansS’~(VA), alors
I estengendrépar sesélémentsde degré~ 1.

Les deux dernièresparties sont consacréesa l’étude d’exemples.Ils mon-
treront que,pour ce problème,les superalgèbresde Lie different des algèbres
de Lie semi-simpleset desalgèbresde Kac—Moodysymétrisables.

Je remercie Michel Duflo pour les nombreusesconversationsqui m’ont
permisde menera bien ce travail.

1. Orbite d’un vecteur de plus haut poids d’un 9-module simple

On rappelle (cf. [4]) qu’une superalgèbredeLie g = 9~EBg1estdite basique
classiquesi: a) ~ est simple, b) l’algèbre de Lie ~ est reductiveet c) il existe
uneforme bilinéaire invariantenondégénéréesur g.

Les notationsutilisées sont celles de l’introduction, en particulier on a fixé
uneforme bilinéaire invariantesur g et une sous-algèbrede Borel b de g.

On dira qu’un élémentA E l~est un poidssi A est un poidspour un module
de dimension finie, ce qui est equivalent a la condition 2(A,o~/(ü,t) E Z
pourtout c~E ~ oü ( , ) désigneIc produit scalairesur l~déduit de la forme
choisie sur g.

Par commoditéde langage en ce qui concernela notion de poids, nous
excluonsl’algèbrepsl(2, 2), pour laquelleles poidsdeIa representationadjointe
ne sont pas de multiplicité 1.

Definition 1.1.On dit qu’un poids estdominant si c’est le plus hautpoidsd’un

module simplede dimensionfinie.

Remarque.Si les poidsdominantspour g sontdominants(au sensusuel)pour
9o~la réciproqueest en généralfausse.

Dc plus, la proposition 2-3 de [4] explicite des conditions pour qu’un
poids de l~soit le plus hautpoids d’un 9-module simple de dimensionfinie,
dansle cas oü on a choisi unesous-algèbrede Borel “standard”, c’est-à-dire
correspondanta un systèmede racines simplesqui ne contient qu’une seule
racineimpaire.

On rappellequel’on dit qu’un élémentA u l~est typique Si pourtoute racine
impairec~danszii telle que2ct n’appartiennepasa i~,on a

(A,c~)� 0.

(Cettedefinition se trouvedans [4].)
Un 9-modulesimplede dimensionfinie de plus hautpoidsA est dit typique

si pour toute racineimpaire ct dansA1 telle que2c~n’appartiennepasa A0, on
a

(A + p,s) � 0.
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Contrairementaux apparences,cette notion ne dependpas du choix de Ia
sous-algèbrede Borel (voir Kac [4]).

Le choix quenousavonsfait d’une sous-algèbrede Borel de9 fixe un système
de racinespositives,A +

Lemme 1.2 (voir [4], thm. 1). Soit W Ufl 9-modulede dimensionJinie. Sup-
posonsl’action de I) semi simple. Soit). un poids intervenantdans W tel que:

(i) Pour tout s E A~, A + s ne soit pas un poids de W,
(ii) A soit de multiplicité 1,
(iii) (A + p, t) ~ 0 Vc~E A1 tel que2ct n’appartiennepasa A0.

Soit v un vecteurnon nul de poids A. Alors U(~).vest un module simplede
poidsdominantA et /1 admetun uniquesupplémentaireg stabledansW.

Soit A un poidsdominant.Rappelonsqu’il existedeux modulesde plushaut
poids A. Nous noterons VA celui tel que la droite des vecteursde plus haut
poidssoit contenuedansIa partiepaire. On choisit un vecteurnon nul VA E l~,
de plus hautpoidsA.

Soit k E r~,on définit ‘kA ci 5k ~ comme Ic plus grandsous-espaceg-stable
qui annulev*A, vecteurnon nul de plus bas poidsdu dual E~de VA. On pose

= ~k>0’kA, c’est un ideal de S(E~).
Soit (G,OG) le supergroupede Lie d’algèbrede Lie 9 dont les points com-

plexesformentun groupede Lie connexeet simplementconnexe.Remarquons

que G opèredans VA.
RappelonscommentKostant,dans[6], définit les orbites: Soit (X, Ox) une

supervariété sur laquelle G opère. Soit x un point de X, on considèrele
morphismede supervariétés:

(~~*): (G,OG)—~ (X,Ox)

déduit de l’action de G au point x. Ii existe un soussupergroupe (T,Or) de
(G, OG) uniquetel que (os, ~p*)se factoriseen uneimmersionde (G/T, OG/T)

dans (X,Ox). On dit que (T,OT) est le stabilisateurdu point x. Si cette
immersionest localementfermée, ii existe une soussupervariété analytique
complexe(Y,Oy) de (X, Ox) telleque (q,q~)se factoriseen un isomorphisme
de (G/T,OG/T) sur (Y,Oy) et qu’on appellel’orbite dcx sous G.

Notons((~*)~O(J/*) ) la supervariétéanalytiquecomplexedontle faisceau
structural est O(~ ~ ® A (V1 ), on O( ~. )~désigne le faisceau des fonctions
analytiquessur (V~*)o

Théorème 1.3.L’orbite de v*A sousG existe, elle estferméedans (V,~)o\{0} et
l’idéal I Ia définit au voisinagede chacundespointsde (~*)o\{O}.

Introduisons Ic super espaceprojectif PV~[8, p. 195], c’est-a-dire la super
grassmanniennedessous-espacesde dimension 1 + Oe de Vj~.C’est aussi le
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quotient de (Vf)o\{O} par l’action de CX. Le supergroupeG opéresur
car l’action de G sur (VA*)o\{O} commuteavec celle de C~.On notera [v*A]
l’image de V~.

2dansPVj~.
Soit T (resp. K) le stabilisateurde v~2(resp. [v*A 1) dans G, on a le

diagrammecommutatifsuivant:

(G/T, OG/T) ~ ((Vf )~\{0},O~v;)~\{0})

(G/K,OG/K) ~ (PVA*Opv.)

oü les flèchesverticalessont les projectionscanoniqueset les flécheshorizon-
tales sontdes immersions.CommeKIT est isomorphea Cx’, les deux flèches
verticalespeuventelse interprétéescommedes fibres principaux de groupes
CX; celui de gaucheest l’image réciproquepar (j, j*) de celui de droite.

Remarquonsque l’espace topologiquesous-jacenta G/K est compact: en
effet, Kred contient Ic réduit d’un sous-groupede Borel de G car v*A est un
vecteurde plus baspoids, done Kred est un sous-groupeparaboliquede Gred.

L’immersion (j, 1*) estdone nécessairementfermée. Par imageréciproque,il
en est de mêmede (i, j*), d’oñ l’existencede I’orbite.

D’après [8, 4.3.5], P(VA*) est canoniquementisomorphea la supervariété
obtenueen considérantl’idéal M définissant (P(Vf))red = P((F~*)o)dans
~(J/*) puis enfaisantla sommedirectedes faisceauxMf/Mn+~cettevariété
estappeléelegraduéassociéde P (Vf). Ii existedoneuneprojectioncanonique:

(~*) :PVf ~p((~*)0)

Le morphismeir~fait du faisceau0~.une °P((V~)0)-algèbre;en particulier,
c’est un faisceauanalytiquecoherentsur P((Vj* )o).

Comme j est une immersion fermée, l’image directe1~(OG/K) par I est
le quotient de Op((J/*)0) par un ideal coherent3’. Soit 0(1) le faisceaudes
sectionsdu fibre tautologique sur P((Vf)o), on notera 0(n) sa puissance
symétriquen-ième. On pose:

JI? = F(J®0~~,0(n)),

oü F désignele passageauxsectionsglobales.Alors J = ~n>O J~est un ideal
graduéde S(VA). —

On utilise alors GAGA [12, lemme 8], cet ideal définit l’orbite de V~Aau
voisinage de chaquepoint de (VjX )~\{0}.

Ii restea voir que I = J.
Remarquonsque,par construction,J est le noyaude l’application de S(VA)

dansA(G), algèbredesfonctionsholomorphesde GdansC, déduitede l’action
de G au point VA.

Soit A(G,e) Ic complétéde l’anneaulocal
0G,e desgermesde sectionsde

OG en l’élément neutree de G. On a une injection naturellede A(G) dans



48 C. Gruson/Journalof GeometryandPhysics14 (1994)43—64

A(G,e). Notons Ia composéede cette injection et de l’application de
S(V2) dansA(G).

CommeIc dual topologiquede A (G, e) estexactementl’algèbreenveloppante
U(9), on peut transposerço7).~et obtenirainsi une application:

q~V*~:U(g) S(V
t) = flSfl(VA*).

n >0

Cette applicationest g-linéaire et envoie l’élément neutre 1 de U(g) sur la
famille ((v*A VI) eS(V.*) L’image de est donecontenuedansfJ~>~Wfl
oü W~est le sous-espacede5~I(~/~,*)engendrépar (v*A ~ CommeJ estgradue,
on en deduit que J~est l’orthogonal de (v*A)?I dansS’1(VA), c’est a dire ‘nAP

D’oñ le théorème.

Remarquonsque, contrairementau cas classique,on ne peutpas affirmer
quepour tout poids dominantA e If’, on a:

= ‘kA ~ VkA,

car on n’est pasassurequele vecteurv~engendreun sous-9-mOdulesimplede

5k (VA).

Definition 1.4.Soit A E If’, A dominant.On dit qu’un modulede plus hautpoids

A est complètementtypique si, pour tout k appartenanta ~ les modulesde
plus hautpoidskA sont typiques.

Cette notion dependdu choix de la sous-algèbrede Borel.
Soit ~ un 9-modulecomplètementtypique,alors, d’après le lemme 1.2, il

existeun facteurdirect uniqueisomorphea Vu dansS’~(I~j,et l’on a

Sk(V) = ‘kA ~ VkA.

2. Relationsde Plucker

FaisonsquelquesrappelssurZ (g). Soit X eZ (g). SoitA un poidsdominant,
l’action de X sur J’~est scalaire:c’estunehomothétie,dont Ic rapport,quel’on
noteX2(X), est appeléle caractèreinfinitesimaldeA évaluéen X. L’application

X ~ XA(X)

est un homomorphismede Z (g) dansC. On construitainsiun homomorphisme
de Z (g) dansl’algèbre desfonctions sur I’ensembledespoids dominants;cet
homomorphismese calculeau moyende l’homomorphismede Harish-Chandra

Z (g) —~ S(b)~’dont Ia constructiondirecteest la suivante:
On écrit 9 = ri ~ I) ~ rr~.On a alors: U(9) = U(~)~ (nU(g) + U(9)w~).
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Soit p la projectionde U(g) surU(lj) = S(~).La restrictiondep a Z (~)est
un homomorphisme.On la composeavec la translationpar p, cc qui donne
un homomorphisme

Z(g) —~ S(b)w.

On a XA (X) = ~s(X) (A + p). II résultede cettedescriptionque si X est un
élémentde Z(g) d’ordre <k, I’application

A ~ XA(X)

est un polynômede degré < k. Si X = Q, l’elemcnt de Casimir fixé par le
choix de la forme invariante,on a Q = ~ ee’ 51 e est unebasede 9, et e’ Ia
basedualede 9 telle que (e1,e~)= cI~Jet cc polynômc est donnépar

XA(Q) = (A + p,A + p)— (p,p).

Soit A un poids dominant.Soit X E Z(g), d’ordre k. Pourchaquek’ e ~, on
considèrel’opdrateurX — xk’A(X) agissantdans5k’(~z~)Son image7~k(X)

est contenuedans ‘k’), et on appellerelationsde Pluckerde degrék’ associées

a X les élémentsde cette image.

Théorème2.1. Soit X E Z (g) d’ordre < k. L’idéal de S(VA) engendrépar les
1~k~(X)pour k’ <k contienttoutes les relations de Plucker,R1(X),l E ~.

Lemme 2.2.Soit A un superanneauet soienta0,. . . , ak des élémentsde A. Soit
x e A0, alors on a:

[a0, [... [ak,x] ...]] = ~ e(I)ajxa~7
Ic{0 k}

oui I = {i1,.. ., i~}est ordonnépar l’ordre induit, 7 désignantle mêmeensemble
ordonnépar l’ordre inverse, a1 = a11 a~,CI désignele complémentairede
I. e(I) = (—l)~ oui a = card{(i,j) e I x CI,i < I,v~impair,v1 pair} +

card(I) + k(k + 1)/2, oui k = card~i,a1impair,i E CI}.

Demonstration(du lemme).On se place dans End(A). Pour tout 1, on note
L (resp.R1) la multiplication a gauche (resp. a droite) par a~.On note fi
l’èlément de End(A) égal a l’identité sur A0 et —id sur A1. L’élément ad(a1)
de End(A) s’écrit done:

ad(a1) = L~_R1pP(a~).

On a d’autre part:

L, fi = (...l)P(a)fl o L et R,o = (~_1)P(a)J3oR.
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On peutdone écrire:

[I (L1 — R/3’~~°~)~ r(I)LjR~r~fl~~0i)
0<i<k Jc{0 k}

oü Lj = L, . . . Li,,, R1 = RiX . . . R1
En appliquantles deux membresa x, on obtient Ic résultat.

Demonstration(du théorCme.,). L’élément X est un operateurdifférentiel d’ordre
<k dansS(J~).

On note P le polynômede dcgré~ k defini par

P(n) = xnA(X).

Soit v E J~,on note m0 Ia multiplication par v dansS(VA). Rappelonsqu’un
endomorphismed de S(J~)est un opérateurdifferentiel d’ordre ~ k si et
seulementSi Ofl a:

[m00, [..., [mVk,d] ...]J = 0

pour tous v0,.. . ~ E VA.
On note E l’opérateur égal a la multiplication par k dans 5k ~) (c’est

l’opdrateurd’Euler). C’est un opérateurdiffCrcntiel d’ordrc 1. Parconsequent,
P(E) estun opérateurdifférentiel d’ordre k.

Appliquons le lemmea X — P(E), ici A est l’anncau desopérateursdiffé-
rentiels sur S(VA),pour tous v0,. . . ,Vk E ~, on a:

[m00,[..., [mVk,X—P(E)]...I](1) = ~ c(I)vj(X—P(E))(v~),
Ic{0 n}

en appliquant les deux membresau point 1. Or le premier membreest nul,
done

~ ~I)vj(X—P(E))(v~) = 0
1c{0 n}

En particulier, si tous les v1 sont egaux a un méme élément v E I~,,on
trouve:

k+1

~(—l )‘C~~1v’(X— P(E)).v~’’~ = 0.

C’est a dire:

Xvk+l —x(k+1)A(X)v~
1

k+1

= ~ C~÷
1v~’(Xv~~ X(k+l_1)A(X)V~1I))
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On adonemontréque ‘Rk+I (X) estobtenuapartir desR.k (X) pourk’ <k.
D’on Ic théorèmc.

On dira que desélémentsdu centrede l’algèbre enveloppantepermettentde
séparerdifferents poids si la famille desvaleursdesearactèresinfinitésimaux
correspondantsa ehacundc cespoidssur les élémentsde Z (~)consideressont
toutesdistinctes.

Corollaire 2.3. Si I est un entier tel que les élémentsde Z (g) d’ordre ~ I
permettentde séparer, pour tout k E ~f, kA des plus haut poids des sous-
quotientssimplesintervenantdans‘kA’ alors I est engendrépar seselementsde
degré ~ I.

Proposition 2.4.1/existeN E ~ tel que, pour tout l~complètementtypique, 1
estengendrépar sesélémentsde degré~ N.

Demonstration.On considérele polynôme Q = fJ0~~12~40H0 dans S(~).
Notons S

1 (b)W l’imagc de S(
9)~dans S(~)~”par l’injection qui consistea

restreindreles élémentsa If. D’après le théorème2 de Kac [4], l’anneau
de fractionsde (S

1(b)~’)[Q’] est isomorphea (S(b)’~’)[Q~],done c’est
une C-algèbrede type fini. Soient ~,.. .,~ des élémentsde Z(

9) tels que
~ engendrentcettealgèbre. On va montrerque ~ per-
mettent,graceau caractèreinfinitesimal,de sCparerun moduletypiquede tous
les autres.

Notonstout d’abord quepour tout poidsdominantA, on a:

X2(Q) = (a,A + p),

par constructionde l’homomorphisme dc Harish-Chandra.En particulier,
XA(Q) = 0 si et seulementsi A est Ic plus haut poids d’un module atyp-
ique. Si maintenantA et p sont deux plus hautspoids de modulestypiques
distincts, leurs earactèrcsinfinitdsimaux sont distinetset définissentdonedes
idéauxmaximauxdistinetsde (S

1(I)) W) [Q1 j. DoneIcs générateursn’y pren-
nentpaschacun la mêmevaleur. D’oü le résultaten appliquantle corollairc
2.3.

3. La super algèbre de Lie osp(3,2)

3.1. Descriptionde Ia superalgèbrede Lie osp(3, 2)

Soit V = V
0 + V1 un superespacevectoriel complexede dimension3 + 2e

muni d’une forme bilinéaire paire non dégénéréedont la restriction a Vo
(resp. J~i)est symétrique(resp.alternCe).Une telle forme est dite orthosym-
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plectique. On définit asp (3,2) commela soussuperalgèbrede lie de gl(V)
formée des elementsqui respectentIa forme orthosympleetique.Choisissons
convenablementunebasede V. On peutchoisir:

2x0 0 0 0
00000

b = 0 0 —2x 0 0 , (x,y) e
000 yO
00 0 0—y

et les racinessont, en notant ~, t~Ia basedualede C2:

=

Ai = {e + ~,~— ~,—e + ~,—e — i~,i~,—ii, }.

Nouschoisissonsle systèmede raeinessimples:

S =

On a p = l/2(—e + ~). Le produit sealairesur If déduit de la forme de
Killing sur 9 dansla base (e,i~) s’éerit: ((x,y), (x’,y’)) = 2(—xx’ + yy’). La
chambredeWeyl (pourA

0) eStIc quadrantpositif. On voit quel’ensembledes
poidsdominantsest lachambredeWeyl privéedu demi-axeverticalstrictement
positif. Elle est entièrcmentcontenuedans le cone positif, ~ ~ On
remarquequep n’estpasdansIc cOnepositif.NotonsQ l’èlémentdeCasimirde
degré2 du centrede l’algèbreenveloppantedc 9. SoitA E If, Ia valeuren Q du
caractèreinfinitesimaldeA est CA = (A,A + 2p) = (A + p,A + p) — (p,p), done
les lignes de niveau de Q sont les hyperboleséquilatèresdont les asymptotes
sont les parallèlesauxdiagonalespassantpar Ic point —p.

3.2. Decompositiondu asp(3,2)-moduleS
3(Hasp(3,2))

Si V = Vo + V
1 est un superespaceveetoriel, on désigneraparH V Ic super

cspacevectoriel tel que (HV)0 V1 et (HV) = V0.
On eonsidèrele 9-module Hg = V~+~(on doit changer la parité de la

representationadjointecar la plus granderaeineest impaire).
Nous allons démontrerque ~+2~ est un facteur direct de S

3(Hg). II cst
visible (ef. Ia fig. 1) que les poidse + 2~et 3e + 3’i sont sur une mémeligne

de niveau de Q, l’élément de Casimirne les séparedonepas. On a:

9o = so(3) x sp(2) ~ sI(2) x sI(2).

Notons r~’~(resp. J~2)Ia representationfondamentaicdu premier (resp. du
second)factcursi (2).

On peutalorsécrire l’égalité de go-modulessuivantes:

9i =S2(V
1)®S’(V2).
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Fig. 1.

La restriction du crochetde Lie a g~X 91 SC calcule gracea une application
g0-linéaire.On a:

52(e) ~S
2(S2(V

1))®S
2(V

2)©A
2(S2(V~))®A2(V

2).

ParClebsch—Gordan,on adone:

S
2(9

1) ~ S
4(V

1) ®S
2(V

2) + [S°(V1) ®S
2(V

2) ~S
2(V

1) ®S
0(V~)},

S2(g
1) ~S

4(V
1)®S

2(V
2)+g0.

L’application linéaire cherchécest Ia projectionsur Ic secondfacteur [7, p.
229].

NousdécomposonsS
3(Hg) en g

0-modulesirréduetibles,puis nousutilisons
une formule desmultiplicités due a Kac [4] pour amoreerla decomposition
en g-modulcssimples.

Rappelonsque si g x g’ est une algèbrede Lie semi-simpleformée de dcux
faeteurssimples, ics g x g’-modules irréductiblessont de la formc V ® V’, oü
V (resp. V’) est un g- (resp.g’-) modulesimple.

CommesI(2) x si(2)-module,on a:

S
3(Hg) = S3(9

1)~ (go® 52(gi)) $ (A
2(g

0) ®g~)$A
3(g

0).
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Décomposonschacundestermesde cettesommedirectea l’aide desformules
dc Clebsch—Gordan.Pour allegerles notations,on poseS~’ = S”~(V1 ) ® S’ (V2)
commeg0-module.On a:

S
3(

91) = S
3(S2”).

On pcut verifier, a l’aide dc la formule desearactèresde Weyl, que I’on a

l’isomorphismede gl(A) x g/(B)-modules:

53(A®B) =S3(A)®S3(B)®TA®B

oü A et B sont desespacesveetorielsrespectivementde dimension 3 et 2,
et oü TA désignele eonoyaude la flèche A3(A) A2(A) ® A (complexede
Koszul).

Ccci se traduit ici par:

S~(g1)=

S3(
91)=S

2(S3(V
1))®5

3(V
2)$S

4(V
1)®S’(V2)$S

2(V
1)®S’(V2),

53(~~)= S
6’3 $ ~2,3 $ ~4,l ~ S2’1,

A2(go)®g
1 =A

2(S°’2+S2’°)®S2”,

= (S0(V
1)®S

2(V
2)+S

2(V
1)®S°(V2)$S

2ft~)®S2(V
2))

A
2(go) ®gi = S2’3 $ S2’1 + S4” $ S2’1 + S0’1 $ S4’3 $ S4” $ S2’3

$ 52~1$ ~0~3 ® ~O,l

90®s2(gl) = (S°’2 $S2’°) ®52(52~1)

9o ® S2(
91i = $ ~4,2 $ S

4’0 $ S6’2 $ ~4~2$ S2’2 $ S0’4 $ S0’2

$ S0’0 ~ ,5~2,2$ S2’2 $ ~4~0 $ 52~0$ S0’0,

A3(g
0) = A

3(S°’2$ 52~o)

A3(g
0) =A

3(S2(V
1)®S°(V2fl+A

3(S°(F~)®S2(V
2))

$42 (S
2(V

1)®S°(V2))® (S°(V1)®S
2(V

2))

$

A
3(g

0) = S°’°$S°’°+S
2’2$ S2’2.

Done, en réordonnant,on a La decompositionde S3(Jig) suivante:

S3(Hg) = ~6,3 $ 56~2$ 544$ S4’3 ~2 ~4,2 $3 ~4~1$2 ~40 $3 ~2~3

$5 ~22 ~4 52~1$ 52~0$ S0’4 $ ~0,3 $ 50~2$2 50~l$4 50~0

On utilisc maintcnantle résultatde Kae:
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Proposition3.1 ([4], prop. 2.11). SOit g une super algèbre de Lie basique
classique, soit V un g-module typique de plus haut poidsA. On note m4(p) Ia
multiplicité d’un g0-moduleirréductible deplus haut poids p dans le g0-module
V. Pour A ~ If, on note ic~(A) le nombre de partitions de A en sommes de
racines distinctes de A~.Alors on a:

mA(p)= ~e(w)K1(w(A+p)—(p+p))
WEW

(on a note Wle groupe de Weyl de (go,b)).

On peutdécomposerle g-modulc irréductible V3e+3~en go-modulessimples

a l’aidc de la proposition.Ii vicnt:

v3~3~~6~3 $ ~
6,2 $ ~44 $ ~4~3 $ S4’2$ S4” $ ~2~3$

En comparant avce Ia decomposition de S3(Hg), on voit quc 2e + 2~est
un poids maximum du supplémentaire g-stable de V

3~3~dans S
3(Hg).

Sa decomposition en g
0-modulcs simples est la suivante:

~4,2 $ S
4’1 $ ~2~3 $ S2’2 $ S2” $ S2’0 $ 50~2$ 50,1

Un poidsmaximalmajorantc+ 2i~cst 2e+ q qui Ic plushautpoidsd’un mod-
ule atypique: Ia proposition ne pcrmetdone pas de trouverla decomposition
du moduleassocié.On pourraitutiliser [9] pour avoir sa decomposition,mais
ii est plus commodede la calculerdirectement.

Lemme3.2. Commego-module, on a:

= ,~‘4,1$S4’0$S2’2$S2’1.

Demonstration. Notons V Ia representation fondamentalede osp(3,2). Son
plus hautpoidsest e, qui est Ic plus haul poidsd’un moduleatypiquc, ct I’on
a:

V = 52~0$5o,1

comme go-modules.Caleulonsles go-modulessimples intervenantdans V ®

V® A2(V) s4~l $ S4’°$2 ~2,2 $2 ~2,1 $2 52~o$ ~O~3$2 50~1$ So,o.

On a unesurjectiong-Iinéaire:

V®A2(V)—4A3(V)$V

(car V ~ V*).
Le sous-quotientA3(V) est isomorphc a l’~÷2~(decomposition en 9o-

modules),qui cst typiquc et cst donefaetcurdirect.
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D’autrepart, la multiplicationextéricuredéfinit uncapplicationg-linéairc:

V~ V~®A2(V)~ V®A~(V).

Un calcul montrequc la composée

V~V®A2(V) V

cst nulle.
II resteun sous-quotientde V®A2(V) dontla decompositionengo-modules

est:

s4” $ ~4,O $ 52~2$ ~2,1

On vérifie qu’aucunautre g-module simple que V2e+,J n’apparait, d’oü Ic

lemme.

11 ne reste plus qu’un poids maximal majorant e + 2~,a savoire + 3~,
il est lc plus haut poids d’un module typiquc ct on pcut done ealculer sa
decompositionen g

0-modules:

= S’
3$ S2’2 $ S0’4 $ 50~1

11 restedone un g-modulede plus hautpoidse + 2~jdansS3(Hg).

3.3. L’algèbre ~k>0 VkA

Reinarque. DansIc easpresenttout moduletypique est eomplètementtypique.
Posons,avcc les notationsprécédentes,

g = osp(3,2), A = c + rj, ‘k = Ker(S”(VA) —~

Proposition3.3.L ‘application naturelle

‘2 ® ~ 413

n‘est passurjective. En particulier, ~k ‘kA n ‘est pas engendrépar ses Cléinents
de degré 2, contrairement a ce qui se produit dansle cas classiquetraité par
Kostant.

Lemme3.4.On a l’égalité: ‘2 = H VA =

Dé,nonstration(dulemme). On decomposeV2A eng
0-modulcsirréductibles,par

Ia formulede Ia proposition 3.1. On trouve:

V2A = ~4,2 $ 54~1$ S
2’3 $ 52~2$ 52~1$ 52~0$ S0’2$

Ce module est de dimension 60. Dc plus, un calcul simple montre que Ia
dimension de S2(VA)est 72. Nous avonsdéfini une application g-linéaire de
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S2(V
2) ~ A

2(g) dansg ~ HVA, a savoirle crochet de Lie. Cette application
est surjcctive,g estde dimension12, donee’est un supplémcntairede 1~Adans
S2( VA).

Demonstration(de Ia proposition). Commeg-modules,on a I’egalite:

12$ VA = HVA ® VA = HS2(VA)$ HA2(VA).

Commcg-modulcs,on a:

52(J~)= V
2A$Hg,

donele modulede plus hautpoids e + 2i~n’apparaitpas.
Commego-modules,on a:

A
2(V

2) ~S
2(g

0)$9o®g1$A
2(9

1).

En effectuantles caleuls,il vient:

A
2 (VA) ~4~l $2 S4’0 $ ~2~3 $2 ~2,2 $2 ~2,l $ ~0~4 $ ~O,l $3 S0’0~

On a done la decompositionen g-modulcs:

= V$V$V$2V

Done ~+2~ n’apparaItpasdans J’~® 12. Or il apparaitdans13, d’oü la propo-

sition.

3.4. L’idéal I

NotonsQ~ l’élémentde Z (g) qui cst l’imagc dcstr((adX)”) (sir dèsignant
Ia supertrace) par l’homomorphismcusucl S(g)~—~ Z(g). On remarquetout
d’abord queQ(3) est nul. D’après [11], la valeur de xA(Q~4~)est:

= ((x + l/2)~—(y— l/2)~)

si A = (x,y).

Or d’aprèscc qui préeède,

= ((x + I/2)2_ (y— 1/2)2)

d’oO on déduit:

XA(Q~4~)/XA(Q~2~)= ((x + 1/2)2 + (y — 1/2)2).

Remarque.Soicnt A et p dcux plus hauts poids de modules typiques. Si
= ~~(Q~2~)et xA(Q~4~)= ~ alors A + p ct p + p sont

W-eonjuguéseardeux coniquess’interseetenten quatrepoints.
Ii résulte de cette rcmarqueque si A cst lc plus haut poids d’un module

complètementtypiquc, si k > 1 ct si p cst un poids de la chambrede Weyl
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inférieur ou egal a kA, kA et p sont séparéspar Q(2) et Q(4)~Ccci permet de
conclurcqueI estengendrépar ‘2, 13 et 14 (théorème2.1). Remarquonsalors
que 14 est cngendrépar ‘2 car 4e + 4~est séparéde tous les autresplus hauts
poidsde S4(Ve+~)par Q(2)~ParIc théorèmc2.1, on ala propositionsuivante:

Proposition3.5.Le quotientde I par l’idéal engendrépar 12 est non nul et il est
concentréen degré3.

4. Lecasdesl(1,2)

4.1. La superalgèbrede Lie sI(l,2)

Soit V = Vo + V
1 un superespaceveetoriel sur C de dimension 1 + 2e.

La superalgèbrede Lie complexesi (1, 2) est La soussuperalgèbredc Lie de
gl(V) constituéedes matricesde super trace nulic. Sa partie paire, 9o, peut
done être eonsidéréecommeIc noyau de l’applieation:

C$End(V1,C)~C,(A,u)~A—tr(u).

On choisit unebasede V1. Soit I) Ia sous-algèbrcde Cartande 90 constituée
desmatricesdiagonales:

(/x + y 0 0\
~=fl 0 xO

(\ 0 OyJ

Le systèmedc raeincsde If est donnépar:

= {—e + ~j, e —

A1 = {—e, e, —i~,i~},

oü on a note (c, i~) la baseeanoniqucde C
2. On choisit le systèmedc racines

simples:

S = {—e,~}.

Lcs racines e et i~étant isotropes, Ic produit scalaire déduit de la forme
de Killing sur If est, a un scalaireprès, le produit des coordonnécs.Les
poidsdominantssont représentéspar les points a coordonnéesentièrcssitués
au dessusde la diagonale.On notera Vp,q Ic g-module simple de plus haul
poids (p,q) si p ~ q. Le module Vp,q est typique si et sculementsi pq ~ 0,
car Ic choix des racinessimples implique que p = 0. Au couple (p,q), on
assoeieun g

0-modulc: c’est le gi (2)-moduleS~~P(V)0 C,~ oO V désigneIa
representationfondamentaleet C~désignele C-moduledanslequel l’action cst
Ia multiplicationpar p. On note J’~qcc g0-moduleet on convientqueV~= 0
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si p > q. La propositionde Kac (proposition3.1) donneIa decomposition en

go-modules simples: Vp,q = Vp,q $ ~+1,q $ ~+l,q—1 $ ~q—1~

Proposition4.1 (“Clcbseh—Gordan”). Soientp, q, p’, q’ quatre entiers tels que
0 < p < q, 0 < p’ < q’. Pour des commoditésd’écriture, on supposeque
q — p < q’ — p’. Alors on a:

Vp,q ® Vp’,q’ = ~ Vp+p’~i+c4,q+q’_i_fl.

0’(i’(q—p (XE{0,1}, /JE{0,l}

(La sommeestdirecteeartous les moduleseonsidéréssont typiqucs.)
Ccci se demontreen comparantla decompositionen g0-modulcsdesdeux

membres,obtenueau moyende la formulede Clebsch—Gordanusuclle.

4.2. Le cas de V2,4

La fig. 2 décrit les decompositionsde S
2(V

2,4) et 5
3(V

2,4) en g-modules
simples. Les ® désignentles g-plus haut poids, les nombresles g-multiplieites,
les o sont les go-plus hauts poids. Les poids situés sur la mëmc courbede

V2,4

12 (6 12)

11

7 N 131 /
10

8 (48) (89)

6 •••--- -- -•-~---- ~-

4

6 1

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Fig. 2.
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nivcau quclc plus grand de plus hautspoids sonl indiquéspar ®. Lespoids
(6,12) et (8,9) sont sur la méme ligne de niveaude l’opèrateurde Casimir.

Les g-modulcssimplesV
6,12 et V8,9 sontdonedesfacteursdirectsde 5

3(V
24)

qui nc sont pas séparéspar l’opérateur de Casimir. Par les proeédésque
nousavonsdejautilisdspour osp(3,2),on determineIessI(2)-plushaulspoids
intervenantdans~2 VA) et 53 ( V1j. Ensuite,on reconstituelessI (1 , 2) modules
simplesen interprétantgraphiquementIa propositionde Kac: si (p,q) est un
poidssilué entrela diagonaleet le demi-axeverticalpositif qui est Ic plus haut
poids d’un module typique, les st(2) plus hauts poids du module Vp,q Sont
(p,q),(p+l,q),(p,q—l),(p+l,q—l).

On peutdone,en procédantpar ordre (i.e. en partantdu sl(1,2) plus haut
poids lc plus grand possible a ehaqucélapc), reconstituercomplètemcnlles
sI(2) poids, les si(1,2) poids, et leursmultiplicités.

Proposition4.2.L ‘ideal noyaude l’homomorphismenaturelde ~k�0 V2k,4k dans
S(V2,4)est engendrépar sesClémentsde degré2.

Demonstration.On vérifie sur la decompositionen g0-modulesquc:

Sk(V1,2) = Vk,2k.

La propositionest donelc casparticulierqui corresponda V = V1,2 du lemme
suivant:

Lemme4.3.Soit V un super espace vectoriel complexe. L ‘ideal dCjinissant
~n>0 52n (V) dans5(52 ( V)) est engendrCpar sesClCmentsdedegré2.

(Ii s’agit d’un casparticulierdu “plongementde Véronèse”,pourleeaselassique
voir par exemple [2, p. 178].)

Demonstration(du lemme). Un systèmede géndrateursde ccl ideal est donné
par les relations: (xy) (zt) (—1 )P(Y)P(~(xz)(yt), on x, y, z, t sont des
elementsde V. On vérific ccci en eomparantles noyaux des applications
canoniques:

~ T
2~(V)-4 $,~

0T
2~(V)

n>0

ct

~T212(V)~~~S(S2(V)).
n>0

Ainsi on a Ia propositionsuivante:

Proposition4.4.L ‘ideal I peutêtre engendrépar ses élémentsde degré 2 bien
quele Casimir ne séparepas les plus hautspoids.
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4.3. Le cas de V2,5

Les conventionsde la fig. 3 sont les mémesque celles de la preeedcntc.
Le module V910 n’cst pas separedu module V6,15 par l’element de Casimir.
Nous allons voir qu’il s’agit d’un sous-modulede 13 qui n’est pas dans
12 VA. La demonstration est moms simple que pour le cas de osp(3,2) faite
precedcmmentcar V910 apparaitdans12 0 VA.

La proposition4.1 permetde verifier quc

12 0 V2,5 = (Vs,9 $ V6,9 $ V5,8 $ V6,8) 0 V2,5.

Le g-modulc V9,10 apparaItavec multiplicité 1 dans le facteur V5,8 0 V2,5 et
n’apparaitpasdansles autres.Montronsque l’image de cc factcurpar l’appli-
cation naturelle

‘2 ® V2,5 13

est nulle. Pour cela, montronsun resultatintermediaircdans un cadreplus

général.

Proposition4.5.Soit g unesuperalgèbrede Lie basiqueclassique,soit Q E U(g)
un élémentde Casimir de degré 2, soit ~2.le plus haut poids d’un module

V2,5
20

10 -- H
18 ±-HH-t*-±~H

12 ~615 ~3 /
(410) K~1~

7 ~ Q’e~5J~: (25) ~9o

1)

-E -~

01234567891011121314151617

Fig. 3.
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complètement typique et soit VA Ic g-module simple de plus haut poidsA. Soit
12 le noyau de l’application naturelle 52 (VA) —~ V2). Notons ckA la valeur de
l’opérateur de Casiniir sur VkA. L’application composée:

S
3(VA) -4 V®52(V)

J. id®(Q—c~)

VA ® 12 multlpi. ~3 (J/) PEOJ. Coker(Q — c3A)

est nulle, oü la premiereflèche se déduit des inclusions~3 ( V~)C T3(J~)et
~ $ ~ ®A2(V~)c T3(~).

Demonstration.D’aprèsla demonstrationdu théorèmc2.1, on a pour l’aetion
de S3(J~),

Q(xyz) = xQ(yz) + (_l)P+P(~zQ(xy)

+ (—1 )P Y)+P(Z))yQ (zx) — Q(x)yz — xQ(y)z — xyQ(z),

pour tousx,y,z E VA (ici, p(x) désignela paritéde x).
Pourtout A E If, on pose cA = (A,A + 2p): il s’agit de Ia valeurdel’opératcur

de Casimir sur V
2. On a:

C3A = 3(c~ —cA).

On en deduit que si x,y,z sont dans J~,

(Q —c32)(xyz) =x(Q —c22)(yz)+ (—l)~~~’~z(Q —c2A)(xy)

+ (—l)~~~y(Q —

Consideronsle diagramme:

S
3(VA) V®52(V)

~ id®(Q—cz~)

multipl. 3
VA®I2 S(VA)

Dans V
2 ® V2 ® VA, les tenseurs

x ®y ® z + (—1 )PP~°U’~zox ®y + (—l)~~y ® zox

engendrcntS
3(J~)$A3(J~).L’application composéeest Q—c3A, d’oO la propo-

sition.

Rcvenonsa g = sI(l,2), VA = V

2,5 et introduisons quclques notations
supplémentaircs:
On notef l’application composée:

V9,10 S

3(V

2,5) V2,5 ®S

2(V

2,5)

V2,s0 ‘2
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L’application f estnon nullc car V
2,5®S2 (V2,s) = V2,5 0 V4,10$ V2,5 012 et I’on

vérific gracea Ia proposition4.1 que le premierfaetcurne contientpasV9,10.

Soit g l’applicationcomposde:

V2,5 0 ‘2 S
3(V

2,5) V9,10

oü la dernièreflècheest la projection.
Rcmarquonsquc lc supplémcntaireg-stablede V9,10 dans S

3(V
2,5)conticnt

l’imagc de Q — c3(25). Done la composécgo f est nulle d’aprèsla proposition
precedente.En d’autrestermes,g est nullc sur l’image de f, qui est le factcur
V9,10 de V2,5 ® 12. CommeIm(g) est lc scul facteur V9,10 de 13, cc facteurne
provicnt pasdu V910 de V2,5 0 ‘2.

Done les élémentsde ‘2 ne suffisentpasa cngcndrer13, et a fortiori I tout
entier.

NotonsQ’ l’element dc Z(g) qui correspond a str((adx)
3). D’après [11],

on a:

xA(Q) = xy(x + y)

si A = (x,y).
Rappelonsque

XA(Q) = xy.

On a done:

XA(Q)/XA(Q) = x + y,

done ces deux éléments de Z (g) séparenttous lcs plus haulspoids de modules
typiques.

On peutdoneen déduireLa propositionsuivante:

Proposition4.6.L ‘ideal I est engendré par ‘2 et 13 (cornmedansIc casde chaque
modulecomplètementtypique desI(l, 2)), rnais paspar ‘2.

Remarque.La raison pour laquellc cc raisonnementne fonetionnepas avee
V

2,4 est que V8,9 n’apparaIt pas dans le produit tensoriclV2,4 ® V4,8.

5. Conclusion

Nous avons vu que ‘2A n’cngendrcpas, en général l’idéal I. La méthode
employeene permetpas de distingucr les poids pour lesquels ‘22 engendre I
desautrespoids:en effet l’cxempledc La quatrièmepartie quenous avonsnote

V2,4 montrc quc 122 pcut cngcndrcrI alors que le Casimir nc sépare pas le
poids 3A des autres plus hauts poids intervcnant dans S

3(V
2).
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Dans Ic cas d’un module simple complètement typique, les relations de
Plucker provcnant des élémcnts de Z (g) engendrenttoujours I. Qu’en est-il
lorsque le module n’est pas complètcrnent typique?

Dans les exemplestraités ci-dessus,l’idéal de S( J~)engendrépar 122 est
toujours de codimension finie dans I. Est-cegénéral?
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